DISSECCIONS GEOMETRIQUES

Joan Trias i Pairé

1. L'art de comptar en Geometria

1.1 Introduccio

En geometria podem considerar configuracions geométriques formades per rectes, plans,
rectangles, circumferéncies, esferes o altres objectes menys “regulars”. Aquestes configura-
cions descomponen ’espai en parts produint el que anomenarem disseccions geométriques,
com es pot veure en algunes de les illustracions de la figura 1.

e

Figura 1. Disseccions geoméirigues en el pla creades per rectes, circumferéncies i rectangles.

Aquestes configuracions generen disseccions geomeétriques de ’espai, donen lloc a elements
tals com vértezs, cares 1 arestes, i pot ser d’interés saber-los comptar o almenys avaluar-ne
I'ordre de magnitud o tenir-ne alguna fita superior (vegeu figura 2).

Figura 2. Disseccions amb vértezs,

arestes, cares (algunes les hem

indicat grificament omplint-les de

arestes
negre), algunes fitades 1 d’altres

N

vértexrs no; en el cas que hi hagi un inica

cara no fitada la indicarem per

cara cares agrestes Ceo.

A la dissecci6 per rectes en el pla es formen vértexs (interseccions de rectes), “arestes”
(segments i semirectes) 1 “cares”, que poden ser fitades o no. A la disseccié per circum-
feréncies es formen vértexs, arestes (arcs de circumferéncia), totes fitades i “cares” (parts
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del pla limitades per arestes); en aquest tipus de disseccié hi ha una vnica cara no fitada;
la resta sén cares fitades.

Actualment aquest no és només un tema d’interés académic o de curiositat intellectual,
Ja que aquestes estructures apareixen en aplicacions de computacid geométrica, com per
exemple en grdfics per ordinador o disseny geométric assistit per ordinador; per al disseny
i analisi dels algorismes subjacents cal saber comptar o avaluar d’alguna manera el nombre
d’elements geomeétrics d’una estructura geométrica.

Ens volem centrar en aquesta part de la publicacié en problemes de disseccions geometriques
tant al pla com a I’espai i també en problemes que s’hi poden reduir, com sén, per exemple,
alguns problemes relatius a poliedres; un dels avantatges és que sense requerir coneixements
molt especifics o amplis previs es poden formular enunciats ben entenedors, que es poden
mantenir a un nivell elemental, enunciats prou interessants com perqué siguin atractius i
al mateix temps, pel que fa al nivell, prou accessibles perque siguin abordables.

En aquesta introduccié veurem algunes técniques, alguns resultats, i diversos exemples
d’entrenament en el problema de comptar objectes geométrics; seguira al final una col-
leccié d’enunciats per resoldre.

1.2 Les eines de ['ofici

Saber comptar és dificil: exigeix enginy, entrenament, experiéncia, és tot un art. Ara
bé, també hi ha disponibles certes eines basiques que podem anomenar eines de I'ofici
de comptar, que ens sén itils tant per comptar elements en configuracions o disseccions
geometriques com en d’altres circumstancies.

Dominar I’ofici exigeix 1"is de certes técniques i disposar de resultats diversos; esementem
el més elemental:

« Disponibilitat d’identitats aritmétiques de sumacié tancada.
* La induccié matematica, en diverses variants.

* Eines i conceptes de combinatoria elemental (i avangada, perd no en aquest context).
¢ Métodes elementals de resolucié de recurréncies.

* Relacions especials, com per exemple, la férmula d’Euler per a grafs planars i altres.

2. Eines elementals

Exposem en aquest apartat només les eines més elementals que ens poden ser titils per
comptar elements en configuracions geométriques (i en d’altres situacions).

2.1 Identitats aritmétiques de sumacié tancada

Algunes identitats aritmétiques interessants sén expressions “tancades” de sumes que es
presenten amb relativa freqiiéncia, com sén per exemple, les segiients:
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1424 +n—2k ”UHI)

142° 4+ +n? —Zkz —————”+1}(2”‘+1)
k=1

Es poden provar de diverses maneres; una de les més usuals és aplicant el métode d’induccid,
com veurem a l’apartat segiient.

En moltes ocasions aquestes identitats s’utilitzen auxiliarment per derivar-ne conclusions
més complexes.

Cal tenir present que de vegades es presenten segons diverses variants, com per exemple
142434+ (n—1); s’aplica la mateixa férmula, perd en comptes de n escrivim n — 1
i resulta, per tant, 14+---+ (n—1) = {(rn—1)((n—1)+1) = 3(n — 1)n. O també es
presenta en situacions en les que hem de sumar, per exemple, 3 + 4 + -+ + n; aleshores és
3444 n= (21':1,{:)_1—2: %n(n+1)—3

En certes ocasions algunes identitats d’aquests tipus les descobrireu a partir d’experiments
modestos, possiblement comptant sobre diversos exemples concrets de configuracions; un
cop hom esta convengut de la certesa d’una identitat, pot intentar de provar-la per induccié.

2.2 La induccio matematica

La induccié matematica és un meétode de demostracié que sol ser molt til en prob-
lemes d’enumeracié i de comput del nombre d’elements de diversos tipus en configuracions
geométriques (i molts altres ambits de la matematica); les situacions a les que hom pot
aplicar aquest metode sén essencialment aquelles en les quals es tracta de demostrar una
propietat P(n) que s’enuncia en termes dels nombres naturals n € N.

Un primer ezemple de demostracid inductiva. Vegem la demostracié inductiva de la
primera de les identitats, segons ’esquema:

P(1)
P(n) = P(n +1),

on P(n) és la propietat de ser certa la igualtat

1
l+2+---+n=¥.

Pas 1. En primer lloc s’ha d’establir la férmula per al primer valor per al qual tingui sentit,
que és en aquest cas n = 1; ara bé, per a n = 1 la prova és una comprovacié rutinaria de
la coincidéncia dels dos membres de la igualtat a demostrar.

Pas 2. En segon lloc, hem de suposar que la identitat és certa per a n per hipotesi
d’induccié i provar que és certa per al valor n + 1; aquest pas, juntament amb el primer,
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establira la propietat per a tot n > 1. Suposant, doncs, que 1 + 2+ - +n = 1‘@ es
compleix, podem escriure, aplicant la hipotesi d’induccié:

n+1 n
> k= (Zk)+(n+1)=1”‘;—”+(n+1)=(”#”2w,

k=1 k=1

com voliem demostrar. Analogament provariem d’altres identitats de sumacié similars a
aquesta.

Induccié en geometria. Considerem una descom-
posicié del pla per n rectes en regions poligonals.
Suposem que dues regions tenen frontera comuna
si comparteixen una semirecta o un segment de
longitud no nulla. Proveu que les regions es po-
den acolorir globalment amb 2 colors, de tal man-
era que les que tinguin frontera comuna siguin de
colors diferents. El lector provara de convencer-
se que 'enunciat és correcte veient que és possible
d’acolorir amb dos colors afegint rectes successives
a les disseccions que es van obtenint a partir de n = 1; presentarem aquf la demostracié
formal inductiva, i farem la demostracié per induccié sobre n; suposem que els colors sén
“blanc” (B) i “negre” (N).

Demostracio.

Pas 1. Per an =1 és cert trivialment assignant colors diferents als dos semiplans produits
per I"inica recta.

Pas 2. Suposem que per hipotesi d’induccié es poden 2-acolorir (segons el criteri de
Ienunciat) totes les disseccions per n rectes; en afegir una (n + 1)-&sima recta r arbitraria
(figura 3) resulta una descomposicié del pla en dos semiplans S; i S,.

Figura 3

Considerem les coloracions sobre S i Sy induides per la 2-coloracié general corresponent
a les n rectes: aix0 no constitueix una 2-coloracié de la disseccié produida per les n + 1
rectes, ja que les cares noves que tenen per frontera comt segments o semirectes sobre r
tenen la mateixa coloracié. Vegem que podem obtenir una 2-coloracié global (figura 4):
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1. Mantenim la coloracié sobre un dels semiplans, per exemple S,; aixd deixa establerta
una 2-coloracié sobre aquest semipla.

2. Intercanviem els colors de totes les regions de I'altre semipla, Sy, és a dir, els blancs
passen a negres i els negres passen a blancs: aixd6 manté una 2-coloracié sobre S; i, per
I’intercanvi del color de les zones fronteres amb S;, obtenim la “compatibilitat® amb la
2-coloracié de Sy; per tant, globalment s’ha produit una 2-coloracié.

Figura 4

2.3 Combinatoria elemental

Les eines de la combinatoria sén molt 1itils per comptar elements de configuracions geométriques;
aqui no anirem més enlla de les més elementals. Recordem simplement que el coeficient
binomial és

n\ _ [ m2en sin2k
k 0, en cas contrari,

on

Bl k(k-1)---2-1, sik>0
11 sik=0

Vegem dos exemples senzills:

Ezemple 1: Les diagonals d’un poligon. Les diag-
onals d’un poligon sén els segments determinats
per parelles de vértexs no consecutius inclosos a
I’interior del poligon; en el cas d’un poligon con-
vex, qualsevol segment determinat per dos vértexs
no adjacents esta contingut en el poligon i n'és, per
tant, una diagonal. Considerem un poligon con-
vex de n vertexs; es tracta de calcular el nombre
de diagonals del poligon: cada diagonal esta de-
terminada per una parella de vértexs, sense que
importi 'ordre, i el nombre de parelles de veértexs
que es poden escollir en un conjunt de n vértexs
és (3), perd aquest no és el nombre de diagonals,
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ja que també hi sén comptats en aquest cdomput els costats del poligon, determinats per

parelles de vertexs consecutius; atés que hi ha n costats, finalment el nombre de diagonals
buscat serd d = (}) — n = in(n - 3).

Ezemple 2: Disseccions planes per rectes. Consid-
erem una disseccié del pla determinada per n > 1
rectes en posicié general, cosa que significa que no
n’hi ha dues de paralleles ni tres que passin per
un mateix punt; es tracta de calcular el nombre de
vertexs, interseccions de rectes, que es produeixen.
No pot ser més facil: atesa la condicié de no haver-
ni dues de paralleles, dues rectes qualsevol deter-
minen un d’aquests vértexs i, per 'altra condicié,
cada vértex és interseccié d’exactament dues rectes;
per tant, els vertexs sén exactament les interseccions de totes les parelles de rectes que es
poden formar i, en conseqiiéncia, el nombre de vertexs buscat és simplement el nombre de
maneres de formar parelles de rectes, és a dir, (3).

2.4 Resolucid de recurréncies

Una successi6 recurrent a, és una successié de la qual coneixem explicitament alguns dels
primers termes i una relacié que ens permet d’obtenir el terme general en funcié dels

anteriors,
an = f(a1, -+, an-1).

Per exemple, en seria una la segiient:

&) =2, 0= 12+ Og-y,

que és una possible descripcié de la successi6 els primers termes de la qual serien

VOB XE \/5,\/2+\f2+\/§,\/2+\/2+\/2+\/§,---

Aquests tipus de successions apareixen molt sovint en computs del nombre d’elements en
configuracions geométriques (nombre de cares, d’arestes i de vértexs) i també en processos
de demostracié inductiva; el que interessa és obtenir el terme general a, expressat en
forma tancada en funcié de n; per exemple, si tenim a; = 1, a, = a,—_; + 1, aleshores

n—1

n =@ +1=(apo2+)+1=---=qa + 1+ el =, 7 W +1 = n, tot i que no
sempre és tan facil com en aquest exemple, realment trivial.

De vegades hom pot experimentar i induir quina és I’expressi6 del terme general en forma
tancada, i aleshores es pot intentar de provar-la per induccié; de fet, hi ha métodes sis-
tematics de resoldre el problema, perd no els veurem en aquesta seccié. En els exemples
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geometrics i en els problemes, només necessitarem aplicar les férmules de sumacié tancada
abans esmentades a l'apartat d’identitats aritmétiques per a la resolucié de les recurréncies
que es puguin presentar .

oy Ezemple geométric de recurréncies. Sigui novament
una disseccié del pla per n > 2 rectes en posicié
general, és a dir se suposa que no hi ha dues rectes
paralleles ni n’hi ha tres que passin per un mateix
punt, i es tracta de calcular el nombre d’arestes
a, de la disseccié (segments de recta i semirectes);
considerem una disseccié de n rectes a 'esquema
adjunt i considerem una nova (n + 1)-ésima recta,
indicada amb gruix més gran.

Vegem quin és l'increment d’arestes degut a l'aparicié d’una (n + 1)-ésima nova recta.
La recta (n + 1)-ésima talla les n rectes per la condicié de no parallelisme i produeix
globalment n interseccions noves, ja que no pot tallar per la segona condicié en un punt
d’interseccid, ja preexistent, de dues rectes; la nova recta intercepta, doncs, n rectes que
produeixen n + 1 noves arestes sobre aquesta recta, travessa n arestes de les rectes que
intercepta, una per cada recta, i les descompon en dues, amb la qual cosa I'increment net
en el nombre d’arestes creades en aquesta operacié és de n; globalment, doncs, 'increment
d’arestes és de (n+1)+n = 2n+ 11, per tant, an41 = an +2n+ 1; aixi, doncs, la successié
recurrent a estudiar és

a; =l,apy =ap +2k+ 1,k > 1.
Aixi podem escriure:

Gp = Gp-1+2(n—1)+1,
Gp—1 = Gp-2 + 2(?’& - 2) + 1,

03=Gz+2'2+1a
a=a +2-1+1.

Sumant membre a membre, i utilitzant una identitat aritmética vista anteriorment, s'obté

n=—1

an=a+2((r-1)+n-2)+ - +2+ 1)+ 1+ - +)=a + 2T k) +(n—1) =

a1+2¢+[n—1)=n2.

Observeu que és absolutament sorprenent que aquest resultat (com molts altres de tipus
similar) només depengui del nombre de rectes, pero no de quines sén, és a dir, de com
estan situades.
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3. La férmula d’Euler per a disseccions planes

Una relacié especialment fructifera per als nostres proposits de comptar és ’anomenada
férmula d’Euler per a grafs planars poligonals, estructura combinatoria a la quals es poden
assimilar certes configuracions geométriques per tal d’obtenir-ne informacié.

3.1 Grafs planars poligonals

Un graf és una estructura combinatoria que ens permet de rep-
resentar i estudiar situacions en les quals hi ha una colleccié
d’objectes, que es representen per punts del pla o vértexs,
entre els quals pot haver-hi determinades relacions, que es rep-
resenten per un enllag grafic (segment o arc) o aresta; podeu
veure adjunt un esquema d’aquestes caracteristiques. En ter-
mes formals un graf G és un parell ordenat G = (V, A), on V
és el conjunt de vertexs i A és el conjunt d’arestes, és a dir, de

parelles de vertexs. Segueixen uns quants exemples de grafs a
la figura 5.

Un concepte interessant és el de grau d’un vértex, que és el nombre d’arestes que hi sén
incidents. Suposarem que els grafs amb els quals tractarem sén tots d’“una sola peca”
(técnicament, connexos), és a dir que no hi ha cap desconnexié i tots els vértexs sén
connectables amb tots els altres a través d’algun cami.

Com hem dit, un graf és una estructura combinatoria que pot tenir
sentit sense necessitat de cap representacié grafica; ara bé, podem
intentar de representar-la en el pla de manera que les arestes no es
tallin (considerem que les arestes que sén incidents a un vértex no s’hi
tallen); no sempre és possible, com es pot veure (i provar) en el cas
de graf adjunt, anomenat K3 3, que és el classic graf dels “veins ene-
mistats i els tres subministraments”; per més manipulacions grafiques

que es facin en el moment de la representacié del graf és impossible d’evitar que al menys
dues arestes es tallin.

Un graf és planar si n’existeix alguna representacié en el pla en la qual no hi hagi arestes
que es tallin, i en aquest cas tenim una representacié planar del graf; a la figura 6 en tenim
un exemple; apart dels vertexs i arestes, podem parlar de cares de la representacié planar,
entre les qual s’inclou I'inica no fitada, que indiquem per Co.

Suposarem que les cares (Co inclosa) sén poligons (de com a minim tres costats), sense
arestes ni estructures arbories que hi pengin; aquests sén els grafs planars poligonals. No
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Coo Coo
v Figura 6. Observeu com la fron-
tera de la cara no fitada Co és
també un poligon, concretament un
a pentigon.

cal que les arestes siguin segments de recta: poden ser arcs de corba. Algunes disseccions
geometriques en el pla, com per exemple les determinades per n circumferéncies o per n
rectangles son un cas particular de graf planar poligonal.

Figura 7. Ezemples de grafs planars

DQ no poligonals; en el graf de la dreta la
frontera de la cara Cos no és poligonal.

3.2 Férmula d’'Euler

En el context dels grafs planars poligonals connexos és valida ’anomenada férmula
d’Euler, que relaciona el nombre v de vértexs, el nombre a d’arestes i el nombre ¢ de
cares (c inclou la cara Co) d’un graf del tipus anterior; concretament podem enunciar el
resultat segiient:

Teorema (férmula d’Euler). Sigui G = (V, A) un graf planar poligonal connez, v el
nombre de vértezs, a el nombre d’arestes 1 ¢ el nombre de cares (comptant-hi la cara Coo
no fitada). Aleshores es compleiz:

ctv=a+2.

La demostracié de la formula d’Euler en aquesta situacié simplificada és molt senzilla i ens
servira com a un exercici addicional en el métode d’induccié, en una situacié lleugerament
diferent respecte de I'exemple de la demostracié per induccié de les identitats aritmétiques;
es recomana al lector que s’ajudi dels esquemes corresponents.

Demostracié de la formula d’Euler. Sigui G = (V, A) un graf planar poligonal connex;
considerem-ne una representacié planar. Suposem el nostre graf amb v vértexs, a arestes
i ¢ cares. Farem la demostracié per induccié sobre el nombre de cares ec.
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Pas 1. Suposem que ¢ = 2, nombre minim possible per a un graf planar poligo-
O nal; aleshores el graf esta format per un poligon, les cares sén C' i Cu i resulta

ser a = v, ¢ = 2, amb la qual cosa trivialment es comprova que es compleix la
relacié.

Pas 2. Sigui ¢ > 3 i suposem per hipotesi d’induccié que la férmula d’Euler es

@ compleix per a tot graf planar poligonal de ¢’ cares, amb ¢’ < ¢; es tracta de
manipular el nostre graf per tal de passar a aquesta situacié en la qual podem

afirmar la validesa de la férmula i deduir-ne conseqiiéncies per al nostre graf. Considerem
dues cares adjacents, és a dir que comparteixen arestes; concretament comparteixen una
cadena de r arestes amb els corresponents r — 1 vertexs; essent ¢ > 3, si eliminem aquesta
cadena, les dues cares es fonen en una i globalment en perdem una. Aixd és justament
el que farem: considerem la cadena de les r arestes comunes a dues cares veines de G
1 eliminem-la; el graf resultant G’ segueix essent planar poligonal i es compleix: v’ =
v—(r=1)=v—r+1,d =a-r, ¢ =c—1; atés que ¢’ < ¢ podem aplicar la hipotesi
d’induccié a G’ i afirmar, per tant, ¢/ + v' = @’ 4+ 2. Finalment, substituint a Idltima
férmula s’obté (¢ — 1)+ (v—r+1) = (a—r) +2, d’on ¢+ v = a+ 2, com s’havia de veure.

Moltes disseccions planes sén de fet grafs planars poligonals i els serd, per tant, aplicable
la férmula d’Euler; vegem-ne un exemple a continuacié.

Ezemple d’aplicacié de la formula d’Euler. Es considera la figura ad-
junta formada per un cercle sobre el qual tracem n segments, amb
els extrems situats sobre la circumferéncia corresponent, que poden o
no intersecar-se, de tal manera que no comparteixen extrems sobre la
circumferéncia, és a dir, que cada extrem ho és només d’un segment;
suposem que es produeixen p interseccions dels segments a l'interior
del cercle i que cada interseccié ho és d’exactament 2 segments diferents (és a dir, que no

hi ha 3 segments que passin pel mateix punt). Es tracta de calcular el nombre de regions
internes que es formen.

Solucid. Calculem el nombre de vértexs v: hi ha p vértexs interiors a la circumferéncia, i 2n
sobre la circumferencia; per tant, v = 2n + p. Pel que fa al nombre d’arestes a raonem de
la manera segiient: p vertexs interiors aporten 4 arestes cadascun i els 2n vértexs periferics
n’aporten 3 cadascun; ara bé, comptant d’acord amb aquesta idea comptem duplicadament
totes les arestes, ja que cada aresta hi és comptada per cada un dels seus dos extrems, que
s6n vertexs; per tant, 4p + 3(2n) = 2a, d’on resulta a = 3n+ 2p. Ara aplicarem la férmula
d’Euler ¢ +v = a+2 i, per tant, ¢ = (3n + 2p) + 2 — (2n + p) = n + p + 2. Finalment,
el nombre de cares interiors ¢; sera ¢; = ¢ — 1 = n + p + 1. Observem que també es pot
calcular immediatament el nombre d’arestes interiors, ja que de periferiques n’hi ha 2n i,
en consequencia, d’interiors n’hi haura a; = a — 2n = n + 2p. Reviseu on hem fet servir
les hipotesis sobre la configuracié.
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4. Poliedres i formula d'Euler

4.1 Poliedres regulars i altres poliedres

Un poliedre és un objecte geomeétric limitat per cares planes poligonals que
és deformable (“homeomorf”) a esfera; en determinades ocasions quan
parlem de poliedres ens referirem només a aquesta superficie limitant,
que sera una superficie poliédrica tancada. Un convex és un objecte
que conté tots els segments determinats per parelles de punts del mateix
objecte; existeixen molts de poliedres que no sén convexos, com per exemple els estrellats,
com el que podem veure a la figura adjunta: el poliedres estrellats es construeixen col-
locant piramides adequades sobre les cares d'un altre poliedre convex. A la figura adjunta
veiem un exemple de poliedre estrellat, que és no convex.

Sén ben coneguts els poliedres classics, els poliedres regulars, és a dir
el tetraedre, cub, octaedre, dodecaedre i icosaedre; a la figura 8 els
podem veure i en aquest paragraf es pot observar un altre poliedre
(anomenat icosdedre truncat) que no és un poliedre regular, tot i
compleix també determinades condicions de regularitat: 1’estructura
d’aquest 1ltim poliedre és la que déna forma a la “pilota de futbol”.
En aquestes figures observem ben clarament elements geométrics tals
com els vértezs, les arestes i les cares. Aquest elements defineixen una estructura de
connectivitat que depassa les relacions métriques en les figures (és a dir, les interdistancies
entre els punts dels objectes) 1 que es manté si es realitzen determinades transformacions,
com certes deformacions que no impliquin ni talls ni trencaments de 'estructura.

Direm que un poliedre és “regular” si tots els vértexs sén incidents al mateix nombre
d’arestes i totes les cares sén poligons del mateix tipus; aquest és un concepte topologic de
poliedre regular, on només interessa la forma de les cares i les connectivitats entre vértexs
1, per tant, s'admet deformacié. Si a més s’exigeix que les cares siguin poligons regulars
del mateix tipus, aleshores estem fent intervenir aspectes métrics i obtenim els poliedres
regulars en sentit classic, dels quals es pot demostrar que n’existeixen cinc i no més.

tetrdedre

cub Figura 8. Els cinc

poliedres regulars

octaedre

dodecaedre icosdedre

4.2 Poliedres i disseccions geométriques

Perqué parlar de poliedres en un tema de disseccions geométrigues? A primera vista no
és molta la relacié entre poliedres i disseccions geomeétriques en el pla, perd aixd només
és aparent, ja que mitjancant la projeccié adequada (técnicament, una projeccié possible
és la projeccid estereogrdfica) podem traslladar ’estructura de connectivitat del poliedre
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(vertexs, arestes i cares) al pla, formant aix{ una disseccié plana i traslladant a propietats
del poliedres algunes propietats que es puguin obtenir a la disseccié; a la figura 9 podem
veure un esquema relatiu al que s’ha esmentat.

Figura 9. Projeccid estere-
ogrifica. Elpla de projeccié
és tangent a la superficie esférica
per un punt que podem con-
siderar “pol sud”; el centre
de projeccid és el punt di-
ametralment oposat o “pol
nord” N i la projeccié de
qualsevol punt P # N de
l’esfera és la interseccid del
pla amb la recta NP.

A les figures 10,11,12,13 i 14 es veuen projeccions planars o esquemes planars dels poliedres
regulars; aquestes projeccions poden obtenir-se per projeccié estereografica, prévia pro-
jeccié del poliedre sobre 'esfera (deixem molts de detalls técnics sense precisar), projeccié
estereografica de pol de projeccié situat a l'interior del que correspondria a una cara del
poliedre (el contorn o frontera d’aquesta cara és la que déna lloc a la frontera de 1'Gnica
cara no fitada de la representaci6 planar corresponent). La projeccié estereografica és I'eina
tecnica rigurosa per fer aquesta operacié d’obtenir grafs planars combinatdriament equiv-
alents als poliedres, és a dir, amb els mateixos vertexs, cares i estructura de connectivitat,
oblidant els aspectes métrics, perd de fet es poden obtenir en els casos més senzills aquests
esquemes equivalents de forma intuitiva; el lector es pot entretenir en dibuixar projeccions

planars d’altres poliedres, com per exemple del cub escapgat o en d’altres poliedres més
complexos.

Figura 10.

El tetraedre

4.3 Férmula d'Euler per a poliedres

Una primera conseqiiéncia és la validesa de la férmula d’Euler per a poliedres (suposem-los

convexos, per simplificar, perd aquesta restriccié no és estrictament necessaria), és a dir
que es compleix:

C+V=A+2
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Figura 11.
El cub

Figura 12.

L’octiedre

Figura 13.
El dodecdedre

Figura 14.

L’icosdedre
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on C el nombre de cares, V el nombre de vértexs i A el nombre d’arestes.
4.4 Exemples d’aplicacié

Vegem tres situacions de dificultat progressiva en els quals s’utilitza la férmula d’Euler per
a poliedres:

N Ezemple 1. Si ens diuen que I'icosaedre té 12 vertexs i 20 cares, el nombre
: d’arestes no pot ser altre que a = ¢ + v — 2 = 30, i aixod també és valid per
a qualsevol deformacié “topologica” de la figura.

Ezemple 2. Considerem un poliedre convex de 10 vértexs

‘ tal que cada vertex és incident amb 3 arestes. Calculeu el

nombre de cares i d’arestes. En efecte, considerem un graf

planar poligonal associat, per al qual v = 10; comptem el

nombre d’arestes a partir de les que “aporta” cada vértex,

que és precisament 3; ara bé, aquesta manera de comptar

ens déna el doble del nombre d’arestes, de manera que poden

escriure 3v = 2a, d'on a = 15. Ara apliquem las férmula

d’Euler per obtenir ¢ = a + 2 — v = 7. Observeu que el cub

escapgat de la figura demostra que n’existeixen de poliedres amb aquestes caracteristiques;
construiu diversos grafs planars poligonals associats al poliedre.

Ezemple 3. Considerem un poliedre format per cares trian-
gulars i hexagonals, de manera que cada veértex és incident
amb 3 arestes . Demostreu que té exactament 4 cares trian-
gulars. Obteniu també el nombre de vértexs i arestes en funcié
de les cares hexagonals. Observeu que existeixen poliedres que
s’ajusten a aquestes caracteristiques, com el de la figura adjunta,
que és un tetraedre truncat, obtingut per escapgat o truncament
del tetraedre regular.

Solucid. Siguin n3 el nombre de cares triangulars i ng el nombre de cares hexagonals;
obviament és ¢ = n3 + ng. Comptem el nombre d’arestes a partir de les que aporta cada
vertex: cada vertex contribueix amb 3 al comput global d’arestes, perd com que cada
aresta hi és comptada dues vegades, resulta la relacié 3v = 2a; comptem-les ara a partir de
les que aporta cada cara: les cares triangulars n’aporten 3, i les hexagonals, 6, perd aixd
significa comptar-les duplicadament, ja que totes les cares sén poligons i, en conseqiiéncia,
tota aresta pertany a la frontera comuna d’exactament 2 cares; per tant, podem escriure
3n3+6ns = 2a. Finalment, utilitzant aquestes relacions i possiblement a la férmula d’Euler
¢+ v = a+ 2, s'obté una relacié entre nj i ng, concretament (n3z + ng) + (ns + 2ng) =
%n;; +3ns+2, d’on se’n deriva que n3 = 4. Al mateix temps s’obté v = 442ng i a = 6+ 3ng.

398



J. Trias

5. Enunciats d’exercicis

Es recomanable d’intentar resoldre els problemes pel maxim de meétodes possibles dels que
hom sigui capag.

DS1.— Amb dos colors n’hi ha prou (1). Consid-
ereu una descomposicié o disseccié del pla per n
rectes en regions poligonals. Es considera que dues
regions tenen frontera comuna si comparteixen una
semirecta o un segment de longitud no nulla. For-
muleu una altra variant de demostracié inductiva
del resultat que afirma que una disseccié en el pla
és 2-acolorible segons la idea segiient: elimineu una
recta de la disseccié de n rectes: d’aquesta operacié
en resulta una disseccié de n' = n — 1 < n rectes
que és 2-acolorible per hipotesi d’induccié; continueu amb arguments similars als de la
demostracié donada.

DS2.— Amb dos colors n’hi ha prou (2). Es tenen n circumferéncies en el pla. Proveu que
amb 2 colors n’hi ha prou per acolorir el mapa que determinen. Estudieu si és cert un
resultat analeg per a la disseccié determinada per n rectangles com els de la figura 15.

Figura 15

DS3.— Disseccions per rectes. Considereu una disseccié del pla per n > 1 rectes en posicié
general, cosa que significa que no n’hi ha dues de paralleles ni tres que es tallin en un
punt. La disseccié produeix un nombre v, de vértexs, un nombre a, d’arestes (segments
de longitud no nulla o semirectes) i un nombre ¢, de regions poligonals o cares.

a) Proveu que v, = (2), a,=n%lic, = (;) +n+41.
b) Calculeu el nombre de cares o regions no fitades. Quin és el nombre de cares fitades?
DS4.— Disseccions per plans. Calculeu en quantes regions poliedriques divideixen 'espai

n plans en posicié general (és a dir, tres qualssevol es tallen i no n’hi ha quatre que tinguin
un punt comi).

DS5.— Disseccions per circumferéncies. Considereu n circumferéncies en el pla en posicié
tal que es tallen dos a dos i no n’hi ha tres que es tallin en un mateix punt. Calculeu el
nombre d’interseccions, d’arcs de circumferéncia i regions planes (limitades pels arcs) que
es produeixen.
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DS6.— Disseccions per esferes.

a) Calculeu en quantes regions divideixen I’esfera n circumferéncies sobre 1'esfera que es
tallen dues a dues.

b) En quantes parts divideixen 1’espai n esferes si dues qualssevol es tallen.

DS7.— Mapes. Proveu que si a cada vertex d’un mapa convergeix un minim de 3 fronteres,
aleshores hi ha un pafs que com a molt té cinc fronteres.

DS8.— Sigui P un poligon convex de n costats tal que no hi ha tres diagonals que es tallin
en un punt.

a) Calculeu el nombre de diagonals.
b) Calculeu el nombre d’interseccions interiors de les diagonals.

¢) Calculeu el nombre d’arestes produides per les diagonals amb les seves interseccions
mutues.

d) Calculeu el nombre de regions poligonals interiors produides per les diagonals.

DS9.— Sigui P un poliedre convex amb 12 vertexs i 30 arestes. Proveu que totes les cares
sén triangulars.

DS10.— Considereu un poliedre convex format per cares triangulars i quadrangulars tal
que cada vertex pertany a exactament 4 cares. Proveu que conté exactament 8 triangles.

DS11.— Considereu un poliedre convex de 10 cares tal que tot vertex és incident amb 4
arestes exactament. Calculeu el nombre de vertexs i d’arestes.

% DS12.— Considereu un poliedre de n vértexs format per cares triangu-

lars (n’existeixen, ja que per exemple I'icosiedre n’és un, entre d’altres
possibles). Proveu que el nombre d’arestes és a = 3n — 6 i que el nombre
de cares és ¢ = 2n — 4.

DS13.— Proveu que en un poliedre de cares quadrangulars es compleix a = 2v — 4 i
c=v—2

DS14.— Proveu que per a un poliedre de cares pentagonals es compleix ¢ = 2(v — 2) i
5
a= 5{1) e 2)

DS15.— Demostreu que si un poliedre té totes les cares formades per un mateix tipus de
poligon, aleshores només poden ser o triangles o quadrilaters o pentagons.

DS16.— Considerem una disseccié planar poligonal del pla formada per quadriliters ex-
cepte possiblement la cara no fitada. Demostreu que el nombre de vértexs de la cara no
fitada és parell. Vegeu la versié en termes de polfedres: si existeix un poliedre amb totes
les cares quadrangulars excepte possiblement una, proveu que aquesta hauria de tenir un
nombre parell de costats.
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DS17.— Demostreu que no existeixen poliedres convexos tal que tots els vertexs siguin
incidents amb sis o més arestes.

de recent descobriment; constitueixen la tercera estructura a l’espai segons

la qual es pot trobar el carboni; els dtoms de carboni ocupen els veértexs

d’un poliedre format per cares pentagonals o hexagonals i els enllagos dobles
o simples constitueixen les arestes de 'estructura poliédrica, de manera que cada carboni
s’enllaga exactament amb tres carbonis veins. Es la mateixa estructura, en un cas concret,
que la de la pilota de futbol. Considereu un poliedre convex tal que per a tot vértex hi ha
exactament 3 arestes incidents i les cares sén pentagonals o hexagonals. Proveu que ha de
tenir exactament 12 cares pentagonals.

@ DS18.— Fullerens o pilota de futbol. Els fullerens sén compostos quimics

DS19.— Buckminsterfulleré. El buckminsterfulleré és un compost quimic format per 60
atoms de carboni enllagats entre si formant una estructura poliédrica convexa. Cada atom
esta enllagat a exactament 3 atoms, i sabem que les cares sén hexagons o pentagons.

a) Calculeu el nombre d’hexagons.
b) Calculeu el nombre de pentagons.

¢) Calculeu el nombre d’arestes.

DS20.— Demostreu que no existeix cap poliedre format per cares hexagonals, pentagonals
i amb tots els veértexs de grau 4, és a dir, incidents amb 4 arestes.

DS21.—- Si un poliedre és de cares pentagonals i tots els vertexs sén incidents amb un
mateix nombre g d’arestes, proveu que g = 3.

DS22.— Triangulacions. Considerem poligons de n > 3 vertexs

(no necessariament convex) sense forats; una diagonal interna d'un

poligon és un segment determinat per dos vértexs no consecutius,

contingut al poligon. Una triangulacié d'un poligon és una descom-

posicié en reunié de triangles produits afegint diagonals internes, de
tal manera que els solapaments entre triangles siguin d’area nulla. La descomposicié no
és linica, com es pot veure facilment. Demostreu:

a) Un poligon sempre és triangulable. Indicacid: demostreu 'existéncia d’alguna diagonal
interna, utilitzeu-la per descompondre el poligon en dos poligons de nombres inferiors de
costats respectivament i acabeu la demostracié per induccid.

b) Si tenim una triangulacié d’un poligon mitjancant ¢ triangles produits afegint m diag-
onals internes, calculeu £ i m en funcié de n, demostrant aix{ que sén independents de la
particular triangulacié, i només depenen del nombre de vértexs. El resultat a provar és:
t=n—-2,m=n-—3.

c¢) Demostreu com a conseqiiéncia dels apartats anteriors que la suma dels angles interiors
d’un poligon de n costats és m(n — 2). Quina és la suma dels exteriors?.
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d) Un vertex d’un poligon es diu convez si I’angle interior corresponent és menor estricte
que 7. Proveu que tot poligon té un minim de 3 vertexs convexos.

DS23.— Enunciat de la XXX Olimpiada Matemadtica, 26 de Febrer 1994 (generalitzat).
Un poligon de n costats es descompon en m triangles amb interiors disjunts, de manera
que cada costat d’aquests m triangles ho és també d’alguns altre triangle contigu o del
poligon donat.

a) Demostreu que m + n és parell.

b) Coneguts n, m, trobeu el nombre de costats diferents que queden a I'interior del poligon
i el nombre de vértexs diferents que queden a aquest interior.

Indicacié: podeu resoldre’l directament, utilitzant la férmula d’Euler, o bé indirectament
utilitzant els resultats del problema de triangulacié. En el cas convex la resolucié és més
simple.
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